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RESUMO

Os numeros de Ramsey multipartidos foram introduzidos em 2004, generalizando os célebres
nimeros de Ramsey. Denote por C, 0 4-ciclo e seja K; ,, a estrela com n+1 veértices. Neste trabalho,
investigamos limitantes em C,-K; , nimeros de Ramsey multipartidos. Séo exploradas relagoes
entre estes nimeros e 0s C4-K ,, numeros de Ramsey classicos. Como consequéncia, varias classes
quase otimais ou exatas sdo derivadas como aplicaces.

Palavras-chave: Numero de Ramsey, Grafo Multipartido, 4-Ciclo, Estrela.

ABSTRACT

The set multipartite Ramsey numbers have been introduced in 2004, generalizing the celebrate
Ramsey numbers. Denote by C, the 4-cycle and let K, ,, be a star on n+1 vertices. In this work,
we investigate the C,-K;, Ramsey number when the host graph is multipartite. Relationships
between these numbers and the classical C,-K; ,, Ramsey numbers are explored. Consequently,
several almost optimal or exact classes are derived as applications.

Keywords: Ramsey number, Multipartite graph, 4-Cycle, Star.
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1 INTRODUCAO

Comegamos introduzindo alguns conceitos. Um grafo (simples) é um par G=(V(G),E(G)),
em que V(G) é um conjunto finito ndo-vazio e E(G) € uma familia de subconjuntos de V(G) de
cardinalidade 2. Os elementos de V(G) sdo denominados vértices e 0s elementos de E(G) de arestas.
Quando ndo houver confusdo, escreveremos simplesmente V e E no lugar de V(G) e E(G),
respectivamente. Dois Vértices u e v sdo adjacentes (ou vizinhos) se {uu, vv} € EE(GG). Um grafo
completo com n vértices, denotado por K,, € umgrafo emque dois vértices quaisquer sdo adjacentes
(veja a Figura 1). Nas Figuras 2 e 3 temos mais dois exemplos de grafos sendo, respectivamente,
um C, (4-ciclo) e uma estrela K; 4. Dados c e s inteiros positivos, denotamos por K.,; um grafo
multipartido completo, cujo conjunto de vértices pode ser particionado em c classes, com s vértices
em cada, de modo que Vértices de uma mesma classe ndo sao adjacentes, e de classes distintas sao
sempre adjacentes (por exemplo, a Figura 4 ilustra um Kj,, ). Referimos ao livro [1] para

N4

h’4 F{gﬂ!’ﬂ EC,‘ F!-'EWLIE h’l.-’. F!"gﬂ.?‘ﬂ 4: haxz

informacdes adicionais sobre teoria de grafos.

Um dos problemas mais estudados em Combinatéria consiste em determinar o nimero de
Ramsey para grafos, definido a seguir. Sejam G, e G, grafos simples. O numero de Ramsey

r(G; G,) é 0 menor inteiro positivo ¢ tal que, dado qualquer subgrafo H do grafo completo K. com
c vertices, tem-se que H contém uma copia de G, ou existe uma cdpia de G, no complementar de H
(relativo a K_.).

Considere o 4-ciclo C, e denote por K; ,, a estrela com n+1 vertices. O estudo sistematico

dos numeros r(n): = r(Cy; K, ) foi iniciado por Parsons [9] em 1975, que calculou o limitante
superior geral r(n) < n + [vn] + 1e determinou as classes exatas r(n) = n + q + 1 paran = q* ou
n = g% + 1, onde q denota uma poténcia de primo. Essencialmente, esses limitantes inferiores séo
derivados de grafos polaridades obtidas via planos projetivos.

Com base em subgrafos de tais grafos polaridade, Parsons [10] obteve as seguintes classes
exatas: para uma poténcia de primo impar g e qualquer k no intervalo intervalo 1 < k <
(q+3)/4,7(q®> —2k) = q* + q — 2k + 1; se q é uma poténcia de 2, entdor(q> — k) = q* +
q — k + 1 paraqualquer k talque1 < k < q—1o0u k = q + 1. Adeterminacdo de valores exatos

é um problema de longa data e dificil. Outras classes exatas em [8,11,12,13] foram obtidas para 0s

casos em que n é um nimero proximo de g2, q(qg — 1) ou (q¢ — 1)?, onde g é uma poténcia de
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primo.

Em 2004, Burger et al. [2,3] introduziram o nimero de Ramsey quando o grafo hospedeiro
é multipartido. De fato, dado um inteiro > 1, 0 nimero de Ramsey multipartido por classes
M,(Gy; G,) € 0 menor inteiro positivo ¢ com a propriedade: para qualquer subgrafo H do grafo
multipartido completo K., H contém uma copia de G, ou existe uma cdpiade G, nocomplementar
de H relativo a K.,,. Como K., é isomorfo a K., esses nimeros podem ser considerados como uma
extensdo dos nimeros de Ramsey, mais formalmente, M;(G; G,) = r(Gy; G,). Em [2,3], 0s
nameros M, (G,; G,) foram investigados quando ambos os grafos G, e G, sdo multipartidos.

Neste trabalho, nos concentramos no estudo dos nameros Mg(n): = My(Cy; Ky ,,). Assim,
r(n) pode ser reformulado como M, (n).

O presente trabalho esta organizado do seguinte modo. Inspirados por um resultado de Chen
[5], uma relacdo entre Mg(n)eMg(n + 1) é discutida na préxima secdo. A Secdo 3 apresenta uma
classe exata para Mg(n), para o caso em n = ks + a satisfaz certa condi¢do aritmética. Na Secao
4, transladamos nosso conhecimento sobre os nimeros de Ramsey para 0s nimeros de Ramsey em
grafos multipartidos. Para esse proposito, uma conexao entrer(n)eM,(n) obtida em [7], combinada
com classes exatas ja conhecidas sobre r(n), nos permitem obter classes otimais para My(n). Para
resumir nossas contribuicdes, na Secdo 5 apresentamos a Tabela 1 de limitantes inferiores e
superiores de Mg(n),para2 <s<5e2<n<17.

Por conveniéncia, recordamos aqui mais algumas das notacdes da teoria de grafos que
usamos ao longo do trabalho. Seja G um grafo. Dado um subconjunto W de V(G), G[W] representa
0 subgrafo de G induzido por W. Como usual, a vizinhanca de um veértice v € representada por
Ne(v) ={ueV(G):{u,v} € E(G)}comgrau d;(v) = |N;(v)|. A notacdo simplificada H < G
indica que H é um subgrafo de G, enquanto que H & G significa que G ndo contém uma copia de

H. Referimos ao livro [1] para informacdes adicionais sobre teoria de grafos.

2 PROPRIEDADES DE CRESCIMENTO

Chen [5] provou que r(n+ 1) < r(n)+ 2 para qualquer n = 2, respondendo uma questéo
feita por Burr, Erdds, Faudree, Rousseau e Schelp [4]. Uma questdo natural surge: qual é a relagdo
entre M;(n) e Mg(n + 1), além da trivial Mg(n) < My(n + 1)? Discutimos agora essa questdo. Uma

extensdo do resultado de Chen é estabelecida na sequéncia.

PROPOSICAO 2.1

Parainteiross =2 e n > 2,M;(n + 1) < My(n) + 2.

Braz. J. of Develop., Curitiba, v. 6, n. 7, p. 53137-53147 jul. 2020. ISSN 2525-8761




JRrazilian Journal of Development

Demonstracao. Seja ¢ = M,(n) e suponhapor contradicdo que My(n + 1) > ¢ + 2. Logo, existe um
subgrafo G de K(.+2yxs tal que G ndo contém uma copia de C,, nem G (o complementar de G

relativo a K. 2yxs) contém uma copia de K 4. Escreva
V =V(Kis2)xe) = V1 U UL UVgy UVya.

Vamos analisar o subgrafo induzido H = G[V; U ..uV.]de G, obtido deletando-se os
vértices de V1 U V,,,. A escolha de ¢ implica que C, € HouK;,, S H. ComoH S GeC, & G,
obrigatoriamente o grafo H contém uma estrela K; ,,. Logo, o grafo G contém uma estrela
Ky . Denote por u, um vértice em G de grau n. Sem perda de generalidade, suponha u, €
V;. Um argumento andlogo mostra que existe outra estrela K, ,em G[V \ (V; UV,,,)], cujo
vértice de grau n é denotado por u,. Tais estrelas estdo contidas em G[V \ (Vo4 U V,45)] €
G[V \ (V1 U V,,,)], respectivamente, € K; .1 & G, Assim

Vesr UVepz S Ne(uyg)e Vi U Vess S Ne(us).

Sejam x,y € V.,,. Pelas inclusbes acima, 0s vertices u;xu,y induzem umcC, em G,
uma contradicdo. Portanto, M;(n+ 1) < c + 2.

Sob certas condigdes, um refinamento da Proposicao 2.1 afirmaque Mg(n + 1) = My(n) ou
Ms;(n+ 1) = Mg(n) + 1, mais especificamente:

PROPOSICAQ 2.2

Dados inteiross >2 e n>2, seja ¢ = My(n). n<cs —(1+./4s(c+1)—-3)/2,
entdio M;(n+ 1) < Mg(n) + 1.

Demonstragao. Suponha, por uma contradi¢do, que My(n + 1) > ¢ + 1. Entdo, existe um subgrafo

H de K(c+1)xs tal que H ndo contém uma copia de C, e o complementar H de H (relativo

a K(c+1)xs) NA0 contém uma copia de Ky 1. EscrevaV = V(K cy1yxs) = Vi UV U LUV U Viyy.
Aescolha de ¢ garante que C, € H[V \ V.;;1]0UKy, € H[V \ V,41]. Como C, & H, entdo

o grafo H contém uma copia de K ,. Note que H ndo contém K; ,,,. Denote por u o Vértice de grau

n dessa estrela K; , em H e seja sejaN = Ny (u) = {vy, ..., v, }. Note que V., ; S N.
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Para cada v; € N, denote 4,, = Ny(v;) \ {u}. O fato de C, ¢ H implica
A, NA, =0, (1)

para todosv;, v; € N comi # j.Para qualquer v; € N,dy (v;) + dg(v;) = cse dg(v;) < n.Assim,
INy(v))| =cs—ne

|4y, = [Ng(v)| —1=2es—n—1 ()

SejazeV.,,. Como V.4 €N, entdo z = v, para algum a € {1, ...,n}. A Eq. (1) revela
que zx € E(H) para cada x € Ay \ Veyq € paracadav; € N\ {z}. Logo,

(Ay, U U A, )\ (A UVey;) € Ng(2).

A Eq. (2) afirma que|Ng(2)| = (I[N]| — 1)(cs —n — 1) — kparaalgum inteiro k,0 < k < |V,.,4] < s.
Assim, vale |[Ng(z)| = (cs —n—1)%2—s. Por outro lado, |Nz(z)| < n. Uma combinacdo das Ultimas
duas desigualdades implica n > (cs —n — 1) — s. Célculos elementares mostram que qualquer solugéo (na
variavel n) dessa desigualdade quadratica ndo satisfaz a hipétese.

Portanto, M;(n+ 1) <c+ 1.
Acreditamos que vale um resultado mais geral removendo-se a hipOtese da ultima

proposicdo. A seguinte conjectura é proposta.

CONJECTURA 2.3

Para quaisquer inteiross >2 e n>2,M;(n+ 1) < M;(n) + 1.

3 UMA CLASSE EXATA
Argumentos de densidade tém sido um poderoso método na exploracdo de problemas da
teoria extremal dos grafos, veja [1] por exemplo. Usando este método, Parsons [9] obteve o limitante

superior geral r(n) < n + [vn] + 1. Uma adaptacdo para grafos multipartidos é estabelecida no

seguinte resultado.

PROPOSICAO 3.1

Parainteiros s > 1e n > 2,seja t = n+ s — 1. Valemos seguintes limitantes superiores:
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| L"'t+2, se s|(n+yt);
Myn)<!; 5_
{n+qr

L 1, caso contrario.

Vale mencionar que, além de argumentos de densidade, na demonstracdo do resultado
anterior sdo utilizadas outras ferramentas, tais como fungdo binomial, desigualdade de Jensen sobre
fungdes convexas e principio da casa dos pombos. Para mais detalhes da prova, veja [6, Proposicdo
3.1].

Uma abordagem computacional mostra que M,(4) < 4, enquanto que a Proposi¢cdo 3.1
produz apenas M,(4) < 5. Contudo, veremos que o limitante superior da Proposicdo 3.1 pode ser
otimal para varias classes aqui apresentadas. Em particular, se 0os parametros s e n satisfazem
adequadas condicdes aritméticas, entdo o limitante superior é atingido. Mais especificamente:

PROPOSICAO 3.2
Dados inteiros s >2 e n>2, seja t =n+s—1. Suponha que(n ++/t)/s ndo é um

inteiro e [(n + vt)/s] < |[(n+ 1)/s] + 1. Entdo,

n+4t
My(n) = [—— + 1
Demonstracdo. Sejac = [(n +Vvn +s — 1)/s] + 1. A proposicéo 3.1 implica o limitante superior.
Para o limitante inferior, é suficiente exibir um subgrafo G de K1) tal que Cy € Ge K1, &

G,onde G é o complementar de G relativo a K(c—1)xs- Aprova é dividida em dois casos:

Caso 1: ¢ ¢ {2,3,5}. Considerando G = sC._;, a unido disjunta de s ciclos de comprimento
c-1, obtemos obtemos G € K(.—1)xs € C4 € G. Além disso, como o subgrafo G € 2-regular, a

desigualdade na hipétese nos fornece ds(v) <n—1 para todo v € V(K -1xs
Consequentemente, K; , € G.

Caso 2: c € {2,3,5}. Para c=2, o resultado é trivial. Se c=3 e s=2, tomando um
emparelnamento perfeito G emK,,,, € claro queC, £G e K;, £ G. Para 0s casos
restantes, tomamos o ciclo Hamiltoniano G=(V,E) definido por

V=V uVu..UV._j,emqueV; = {vj, v ...V}l = j < c—1;
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E = {Ujlv,:j+”1: 1 5 _f. 5 c— E}U {szvl:j+1j2: 1 E j 5 c— 2} 0] ...U{I?J'gl?{j+1]g:1 i:j
Sc—2 VUVt 1 Sk =5 -1} U {ve-gysvya )

Assim, G é um grafo 2-regular que ndo contém uma copiade C, e, comono Caso 1, d;(v) <
n—1 paratodo v € V(K—1)xs)-
A prova esta completa.
De posse da proposicéo anterior, podemos mostrar o principal resultado dessa secao.

TEOREMA 3.3
Dado s = 2, seja a um inteiro tal que —1 < a < |s/2] — 1. Entdo, para todo inteiro k no

intervalo 1 <k <s—(2a+1)
My(ks +a) =k + 2.

Demonstracdo. Escrevan =ks+a e t=n+s—1. As desigualdades -1 <a <|s/2] -1

implicam|(n+ 1)/s] + 1 = k + 1. Por outro lado, a hipdtese 1 < k < s — (2a + 1) garante que

0<a+ \/(k + 1)s + a — 1 < s. Esses fatos acima produzem

n+t a+J(k+1s+a—-1 n+1
e =k 4] vk+1) 1=k+1=]

= =

I+1,

[

e o resultado segue como uma aplicacdo da Proposicéo 3.2.

4 LIMITANTES SUPERIORES A PARTIR DE NUMEROS DE RAMSEY

Para nosso proposito, relatamos apenas alguns dos resultados mais conhecidos sobre r(n).

TEOREMA 4.1

Seja g uma poténcia de primo. Valem as seguintes classes exatas:
(1) r(qg*+k)=q* +q+ 1+ k,endek € {0,1}[3]);
@ r(g* —2) =q* + q — 1seq = 3([11]):
3) r(g* — q — 1) = q”seqé par ([10]):
@ r(qg* —k —1) = q* + q — kparaq = 4par, onde0 < k < gexcetok € {1,q — 1}([10]);
5 r((g—1*+k)=(q—1)* + q+ kparag = 4park € {—2,0,1}[13.8]);
6 r(g® — k) =q* + q — (k — 1),paragimpar, onde0 < k < 2[q/4]ek # 2[q/4] — 1([10,12]).
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Como mencionado na Introducdo, a seguinte conexdo entre r(n) e My(n) é muito Util.

TEOREMA 4.2
Para quaisquer inteiros s > 1en > 2, [r(nsﬁj + 1 < M;(n).

Vamos discutir o impacto do resultado anterior. Para ilustrar a primeira consequéncia, certos

nameros M, (n) podem ser obtidos com um erro de, no maximo, uma unidade.

PROPOSICAO 4.3

Seja k € {0,1}. Dados um inteiro s > 2 e uma poténcia de primo q = 4 tais que ques <

2(q+1) —k,denote L, = (¢®> + k + /g% + k + s — 1)/s. Se L, ndo é um inteiro, entdo

[L,] < Ms(q* + k) < [L] + 1.

Demonstracdo. Provamos apenas 0 caso k = 0. O caso onde k = 1 segue analogamente. Uma
combinagéo dos Teoremas 4.1 (1), 4.2, e Proposicdo 3.1 fornecem

4+
l‘?

. qJ +1< M,(g%) < [Lg] + 1.
Ambos os limitantes sdo muito préximos. De fato, a hipétese s < 2(q + 1) garante que
q®> +s—1 < (q + 1)% Além disso, existem Unicos inteiros a e r tais que g®> + ¢ = as + r,com

0 < r < s. Esses fatos acima produzem

@ +q+1  (a+1)s 2+
< ]

ILo] < F——1 —a+1< [T+,

5

E o resultado esta provado. Um simples argumento mostra que [Lo] = | (g% + q)/s] + 1,
concluindo a prova.

O resultado anterior reflete que ou o Teorema 4.2 ou a Proposicdo 3.1 é otimal para tais
parametros. Embora a diferenca ndo exceda 1, a Proposicao 4.4 e o Teorema 4.5 a seguir revelam
gue ambas as proposi¢des sao atingidas para classes adequadas.

Dado um inteiro s > 1, lembremos que a funcdo phi de Euler ¢(s) é definida como o
nimero de inteiros a nointervalo 1 < a < s para 0s quais mdc(a,s) = 1, onde mdc(a, s) denota 0

méaximo divisor comumde aes.
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PROPOSICAO 4.4

Seja s = 3, um inteiro impar. Para qualquer inteiro positivo k,

zf‘fﬂ.g:lk — 1
M (2%96k — 200k _ 1) = — 41,
5
Demonstragdo. Como mdc(s,2) = 1, o Teorema de Euler sobre congruéncia garante que 29 =
1(mods) e, consequentemente, 49¢) = 1(mods) e 29 > s. A prova segue como uma aplicacio
imediata do Teorema B de [6].

Na sequéncia, provamos classes exatas para 0 caso em que s = 2.

TEOREMA 4.5

Dada uma poténcia de primo q = 3, temos:

(1) My(a? —2) = 2

(2) Se q é par e g = 8, entédo para cada inteiro impar k no intervalo 33 <k < q —3,

P+ q—k+1

My(q® — k= 1) -

—1D24g—
(3) Se q é par, entao M,((q — 1) —2) = M+” +1;
(4) Se q é impar, entdo para cada inteiro par k no intervalo 2 < k < 2[q/4],
g°+q—k

M;(q* — k) = —  TL

Demonstragao. Provamos o item (2). Seja ¢ = 8 uma poténcia de 2 e seja k um inteiro impar tal
que 3<k<qg-3. Faca s=2en=q%*—k—1. As desigualdades q — 1 <./q2—k <q

revelam que /q? — k ndo € um inteiro. Uma combinacao dos Teoremas 4.1 (4), 4.2, Proposi¢édo 31

e a Ultima desigualdade fornecem

n+ n+./q*—k n+
[qu+1£M2(n)£[L]+1£[Tq]+1.
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A escolha de k garante que n + q € par e, consequentemente, 2 | (n + q), provando a
afirmacdo. Um raciocinio semelhante prova os itens (1), (3) e (4); em suas provas, utiliza-se,
respectivamente, as partes (2), (5) e (6) do Teorema 4.1.

5 UMA TABELA

Nossos resultados sobre a avaliagdo dos nimeros M, (n) podem ser resumidos na seguinte

tabela.
Valoresde M.(n),2 <s<5b5e2=n=<17%

s\n 2 3 4 5 6 7 8 9
2 3¢ 4¢ 4 — BAF 5¢ 5—64 6F 6—74 7 —gF
3 3¢ 3¢ 3 — 44F 4¢ 4¢ 4 — 5% 5¢ 5—64F
4 2—3¢ 3¢ 3¢ 3¢ 3—44 4¢ 4< 4 — 5AF
5 25 2—34 3¢ 3¢ 3¢ 3 —44F 3—4°¢ 4¢

s\n 10 11 12 13 14 15 16 L7
2 7—8F 8—9F 8 —10¢ 9 —10F 10% 10—11F | 11—12F | 11 —12F
3 6 6—74 6—7F 7 —8F 7 — gAF 7 —8bF 8 —9DF
4 5¢ 5¢ 5—6° 5-—6° 6 6 — 7ADF
5 4 4cF 4 — 54 4 —5¢ 5¢ 5¢ 5 — 64DF

Tabela 1: * Legenda: A: Proposicdo 2.2; B: Proposicdo 3.2; C: Teorema 3.3; D: Proposicdo 4.3; E: Teorema 4.5; F:
Teoremas 4.1, 4.2 e Proposi¢éo 3.1; G: 2 < Mg(n) < M;(n + 1).
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